Vortrag zum Thema Regresson am 26.9.06 vor Kollegen des
Projektes CAS
(Wolfgang Buhmann)

Liebe Kolleginnen und Kollegen,

Regression ist nicht nur ein Gebiet, eine Fachmethode der Mathematik, dasin
unseren Lehrplanen keine Verbindlichkeit hat, sondern

sieist zum Einen

ein ideales Beispiel fur die sinnvolle Nutzung sog. mathematischer Werkzeuge,
da der reine Rechenaufwand ome diese Hil fsmittel inakzeptabel ist und

zum Anderen

findet Regresson in einer stark empirisch orientierten Welt in vielfacher Weise
Anwendung aul3erhalb der Mathematik.

Die ehebliche Anwendungsorientiertheit der Regression gibt aber auch
Veranlasaung und stellt die Notwendigkeit dar das Thema Regression in einem
umfassenderen Kontext abzuhandeln.

Derzet wird in den mathematischen Fachschaften unserer Gymnasien und in
Kollegentreffen unter der Leitung unserer Fachberater (sog. Sprengelsitzungen)
sehr kontrovers und heftig diskutiert.

(Ich mdchte nur beispielhaft an die Diskusgon im Zusammenhang mit der
generellen Einfihrung des GTR, der neuen Lehrplane und der Verfahrensweisen
der Qualitatsfindung erinnern)

Die Extrempositionen lauten:

- unsere Schler sollen lernen sauber zu argumentieren, sorgfaltig zu
arbeiten und logisch zu denken; dafir béte sich gerade die Mathematik
mit ihren Fragestellungen an;
die in der Schule nur bearbeitbaren Scheinanwendungen wirden lediglich
unndig Unterrichtszeit verschwenden.

- Diewenigsten Schiler werden Mathematik in der von uns vermittelten
Weise in ihrem spateren Studium oder gar Leben brauchen; um Schiiler
starker zu motivieren unddie Offentli chkeit von der zweifelsohne
bestehenden Bedeutung von Mathematik zu Uberzeugen, mussdie
Nitzlichkeit der Mathematik Leitkriterium fur unseren Unterricht sein.

Ich mochte auf diese avel Formen, ,, Gesichter” der Mathematik zundchst
eingehen, weil meine Stellung dizu auch Grundlage fur die Art und Weise sein
wird, wie ich Regression hier darstellen werde.



Mathematik kann immer in ihren zwel Gesichtern betrachtet werden:

1. Alseineinsich geschlossene Disziplin, deren Ziel es ist eine mogli chtst
vollsténdige, widerspruchsfreie Darstellung zu finden.

Ich mochte dieses Gesicht der Mathematik als ihr ,, asthetisches* Gesicht, ihre
asthetische Form bezeichnen.

In dieser asthetische Form stellt sich Mathematik schon in den ,, Elemente” des
Euklid von Alexandrien (ca 365 300v. Chr.) dar (in Reprint der Ostwalds
Klassiker Nr. 235ff. , Verlag Harri Deutsch, 1997); einem Lehrbuch der
Mathematik, das bisins 19. Jahrhuncert in Ausztigen als Schulbuch verwendet
wurde.

Welche Wetschétzung und Bedeutung diese Form der Mathematik — bis auf den
heutigen Tag - hat, zagt sich uA. in einem Dialog des Euklid mit einem seiner
Schiler, der auf einen Bericht des bhannes Stobaios (5. Jahrhundert)
zurtickgeht:

Ein Schiiler soll Euklid nach einiger Zeit des Lernens gefragt haben,
welchen Nutzen er von der Mathematik habe. Darauf habe Euklid einem
Sklaven befohlen, diesem Schiiler eine kleine Geldsumme auszuhandigen,
dadieser offenbar bedirftig sei, wenn er die Mathematik um des Nutzens
will en betreibe.

(aus H. Wussing, W. Arnold, Biographien bedeutender Mathematiker,
Verlag Volk und Wissen, 1989

Einen —wenn man so will — nicht sehr zufriedenstellenden Befund diese Form
von Mathematik im Hinblick auf ihre Zielsetzung kann man in dem von Kurt
GOdel (1906-1978) formulierten und mit formallogischen Mitteln bewiesenen
Satz sehen:

»Jedes formale System, das gark genug ist die Arithmetik zu umfassen ist
entweder unwvollstéandig (d.h. es gibt modellt heoretisch wahre Sétze, die nicht
formal herleitbar sind) oder nicht widerspruchsfrei (d.h. es gibt Sétzedie
herleitbar sind, deren Negation aber auch herleitbar ist)!“

Insofern unbefriedigend, weil in dem letztgenannten Fall ( Gultigkeit von A und
von nichtA fur irgend ein bestimmtes A) die Herleitbar aller Sétze B moglich
ISt:

Aus der allg. Gultigkeit von ( (A und nchtA) folgt A) und der allg. Gultigkeit
von ( (A und nchtA) folgt nichtA) stets die Glltigkeit von ((A und nchtA) folgt
B) abgeleitet werden kann; und wegen der vorausgesetzten Gultigkeit von (A



und nicht A) auch die allgemeine Gultigkeit von B (gem. Modus Ponens) — und
das fur alle(!) formalen Sétze B.

Ich meine behaupten zu konnen, dassdiese &thetische Form der Mathematik,
diese in sich geschlossene, in sich logische Form der Mathematik auch heute
noch wesentlicher Bestandteil des insbesondere gymnasialen Unterrichts ist.

Das ist auch weiter nicht verwunderlich:

Diese Form ist in den meisten Vorlesungen des Fadhes Mathematik an den
Universitéten, vorztglich gerade in den Grundvorlesungen gebrauchlich und
damit Grundlage fur die zuklnftigen Lehrer.

Ich mochte an dieser Stell e nicht missverstanden werden:

Ich schéatze diese Form Mathematik zu betreiben sehr aber eben als eine der
beiden Gesichter der Mathematik!

Fur viele von uns war insbesondere die &thetische Form der Mathematik, wie
sie regelmaldig wahrend unserer Schulzeit Gblich war, Motivation spéater
Mathematik zu studieren; gab dieses Fach doch eine Sicherheit und
(vermeintliche) Gewissheit, die den meisten anderen Fachern fehlt.

Dasswir einer vermeintliche Gewissheit aufgesessen waren, merkten wir oft erst
in den ersten Studiensemestern.

Ich mochte @nen weiteren Aspekt ansprechen, der diese Form der Mathematik
begleitet und wesentlicher Anspruch gymnasialer Erziehung und Bildung ist:

Voraussetzung diese Form von Mathematik zu betreiben ist:

Sauberkeit in der Darstellung Sorgfalt in der Formulierungundein
hinreichendes Mal3 an Hartnadkigkeit und Durchhaltevermogen.

Disziplin im geistigen Bereich!

Tugenden, die au allen Zeiten die Entwicklung der menschli chen Erkenntnis
gefordert haben.

Seltsamerweise werden gerade diese Tugenden, welche sich in dieser Form
Mathematik zu betreiben am klarsten auf3ern, von vielen, welche die Qualitat
des Geistes eher in der Intuition sehen, kritisiert. Sie vergessen dabei, dassder
geniale intuitive Einfall oft nur Abschlusslangwieriger, disziplinierter Arbeit
war!

In diesem Zusammenhang eine Anekdote, die oft zitiert und langzurtickgeht:



Von Euklid wird berichtet, dasser seinen Kénig (Ptolemaios I) belehrt habe,
dasses keinen einfachen, keinen Konigsweg zur Geometrie gabe (Lexikon des
Hellenismus, Herausgeber H. Schmitt, E. Vogt, Verlag Harrasowitz, 2005 hier
unter dem Stichwort: Mathematik).

Aus dieser Sichtweise ist die Forderung nach ,mehr Spald im
Mathematikunterricht® —wenn man unter ,,Spal3* momentanes Vergnigen oder
Zeitvertreib versteht — eine fragliches Unterfangen und gewinnt erst unter der
Forderung nach ,mehr Freude an der Mathematik® —in der Bedeutung einer
Zufriedenheit nach durchaus mthsamer Suche —ihren Sinn.

Dennoch:

Wir missen uns klar dartber sein, dassdiese &thetische Form der Mathematik
schon immer nur einen kleinen Teil unserer Schiler angesprochen hat und -
daraus resultierend - Motivation zum Durchhalten gab, und dassder
verstandliche Wunsch nach einer vertretbaren Note, einem guten Abitur i.d.R.
im Vordergrund steht.

Das durfte in zunehmendem Mal3e fir unsere heutige Jugend gelten.

Andererseits sheint unsere heutige Jugend sehr viel pragmatischer orientiert zu
sein:

Nicht die Kenntnis der inneren Funktionsweise anes Gerétes, sondern die
Funktion im Hinblick auf das, was man damit anfangen kann steht im
Vordergrund.

Fur einen fur sich selbst erkannten Nutzen scheint sie bereit zu sein sich
erheblicher M Uhen zu unterziehen.

Diese Gedanke hat wohl auch dazu beigetragen:

Im gymnasialen Unterricht aber auch in der Abiturprifung von Baden
Wrttemberg ab Mitte der 80-er Jahre sogenannten ,,anwendungsorientierte
Aufgaben® einzubeziehen,

und diesbezligliche Inhalte zunehmend in den daran anschlief3enden Lehrplénen
zu formulieren — zugegebenermal3en gerade zu Anfang mit geringem und bis auf
den heutigen Tag teilweise fraglichen Erfolg:

Wourde doch diese andere Form Mathematik zu vermitteln von vielen Kollegen
as,Verrat“ an der gemeinhin vertretenen (asthetisch) Form der Mathematik
angesehen, als Erschwernis im Unterricht.

Zudem wird bei den Schilern die ,Nutzlichkeit” dieser Form der
Aufgabenstellungen haufig in Frage gestellt, weil weder eine Anwendung in
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den anderen Fachern noch in ihrer tatséchli chen Lebenswelt fur sie ekennbar
ist.

Zudem durften erhebli che Bedenken bestehen, ob wir im schuli schen Bereich
eine Mathematik vermitteln kénnen, die unseren Schilern einen unmittelbaren
Nutzen fur ihre &tuelle Lebenswelt liefern kann und

ob dese lediglich an dem aktuellen Nutzen unserer Schiiler orientierte
Zielsetzung tbherhaupt mit unserer Aufgabe einer ,vertieften Allgemeinbil dung®
und eine ,al gemeinen Studierfahigkeit* in Einklang zu bringen ist.

Redistischer scheint mir zu sein den Schilern zu zeigen, dass Mathematik in
vielfacher Weise und in ihren verschiedenen mathematischen Fachmethoden
Grundlage und Problemlésungshil fe fir andere Unterrichts- und Studienféacher
ist.

Féalschlich wird diese Form der Mathematik von Kollegen anderer Facher, aber
auch von uns Mathematikern abschétzig als Hil fswissenschaft bezeichnet, als
Magd, die den Fachherrinnen zu dienen habe.

Wohl haben alle Facher ihre agene Methodik. Insofern ist die Mathematik hier
Magd --- aber eine Magd, welche das Licht der Herrin vorantragt und nicht die
Schleppe der Herrin tragt!

Diese ganz andere Deutungsform der Mathematik, die sich eben nicht
abschlief3t, sondern sich in ihrer Symbolik, Axiomatik undBegriffsbildung an
aulRermathematischen, realen Situationen orientiert und

ihnen — und das ist der springende Punkt - eine logische Struktur bieten will, hat
viele Namen, die in ihrer Bedeutung nicht immer dedungsgleich sind:

Sie nennt sich ,anwendungsbezogen“ aber auch ,problemldsend”,
sechnisch/sachlich orientiert”, ,modelli erend“ und - mit einem etwas negativen
Zungenschlag behaftet — eben auch ,mathematische Hil fswissenschaft”.

Zur Unterscheidung zu der asthetischen Form der Mathematik, die weitgehend
auf sich selbst bezogen ist, mochte ich dieses zweite Gesicht der Mathematik:

2. Alseine Disziplin ansehen, deren Ziel esist rede Situationen durch eine
je geeignete Form der Symbolik, Axiomatik und Begriff sbildung
mOgli chst nahe au rekonstruieren um damit die je rede Problemstell ungen
in ein Problem einer geeigneten mathematischen Fachmethode
umzuwandeln, von der man sich eine Losung der Problemstell ung
erwartet.

Ich mochte diese aveite Gesicht der Mathematik als ,reditatsbezogenes’
Gesicht, alsihrerealitatsbezogene For m bezechnen.
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Dadie &thetische Form der Mathematik gemeinhin bei Mathematikern in
Schule undUniversitét i.d.R. im Vordergrund steht, ist es eher erstaunlich, dass
die meisten mathematischen Fachdisziplinen mit ihren je speafischen
Fachmethoden ihre Grundlagen aus realen Fragestell ungen abgeleitet haben:

Der grundlegenden Form des menschlichen Zahlens und Ordnens gehen die
abstrakten Zahlen und Ordnurngsrelationen gegeniber.

Jakob Bernoulli (1654-1708) hat Probleme im Zusammenhang mit
GlUcksgielen erst hinreichend [6sen konnen, nachdem er eine aldquate
mathematische Begriff sbildung — die Kombinatorik - fir diese rede
Problemstell ung entwickelt hat (zur ,,Ars conjedandi“ siehe: ,Biographien
bedeutender Mathematiker®, o.g., S 227ff.).

Fur Leibniz und Newton stellte sich das durchaus reale Problem eine geeignete
mathematische Begriff sbildung fur Fragestell ungen wie ,,Flachenbestimmung
krummliniger Flachen” und ,momentane Eigenschaften nicht proportionaler
Funktionen“ zu finden.

Ich mochte daraus gar die Behauptung wagen, dass

Die meisten mathematischen Disziplinen ihre Grundfragestellung aus realen
Situationen ableiten und

viele reale Probleme ast dann |osbar waren well eine adaquate symbolische, in
sich logisch geschlossene — somit eine mathematische — Form gefunden werden
konrte.

Ernst Cassrer (1874-1945) geht sogar noch einen Schritt weiter:

Er vermutet, dassfur menschliches Denken charakteristisch ist

Symboliken als Bilder von ,reden” Gegenstanden entwickeln zu kdnnen, die
keine Ahnlichkeit mit den (realen) Gegenstanden haben, sondern zwischen Bild
und Gegenstand nu einen |ogischen Zusammenhang herstellen (Philosophie der
symbolischen Formen, E. Casgrer, 1923aus Gesammelte Weake Band 11,
Verlag Felix Meiner, 2001, S. 3 ff.).

In den Anfangen der modernen Physik findet sich bel Galil eo Galilei (1564-
1642 der Vergleich, dassdas,Buch der Natur in mathematischer Sprache
verfasg und nu in mathematischen Chiffren lesbar sei (aus Cassrer, s.0., S. 15)

Unabhéngig davon ob man nun an eine ,,deterministische Natur* glaubt oder
eher nach David Hume daran glaubt, dass,Kausalitat“ nur eine Gewohnheit des
menschlichen Geistes ist (Eine Untersuchung tber den menschlichen Verstand,
D. Hume, 1758aus dem gleichnamigen Heft 5489 Redam, 1967) ist ersichtlich,
dassviele reale Probleme erst durch eine je geagnete realitatsbezogene
Mathematik zu l6sen sind und waren.



In alen diesen Fallen het sich die realitétsbezogenen Mathematik nicht als
~Schleppentrager” sondern als ,Licht®, das der Sache den Weg zegt, erwiese n.

Esist ein wesentlicher Verdienst von Heinrich Hertz (18571894 1830
Assistent bei H. v. Helmholtz; 1835 his 1889 Professor an der TH Karlsruhe)
und Herrmann v. Helmholtz (1821-18%; zetweise Professor an der Universitét
Heidelberg) den Zusammenhang zwischen mathematischer Form und realer
Situation ndher untersucht zu haben (H. Hertz, Prinzipien der Mechanik in
neuem Zusammenhang dargestellt, Gesammelte Weke, 1894 H. v. Helmholtz,
» 1 heorie der Zeichen* aus ,Untersuchungen tber die Grundlagen der
Mathematik und Medanik").

Nad H. Hertz bestehe das Verfahren der Ableitung darin, dasswir uns ,innere
Scheinbilder oder Symbole* der &ul3eren Gegenstande machen, die von solcher
Art sind, dassdie denknotwendigen Folgen der Bilder stets wieder die Bil der
seien von den naturnotwendigen Folgen der abgebil deten Gegenstande.

Dieser Zusammenhang zwischen naturnotwendigen Folgen und
denknotwendigen Folgen wird vereinfachend aber anschaulicher durch das

teil weise heute noch so genannte Helmholtz-Diagramm (Folie 1) dargestellt, das
mit der heute gebrauchlichen ,,Modelli erungs‘vorstell ung weitgehend
ubereinstimmt.

L1 stellt die ,,rede” Situation dar.

»2 dieim Hinblick auf ,1* ,geagnete” symbalische Form, das mathematische
Modell, die mathematische Fachmethode, Fachdisziplin etc.

»3. und ,4“ die jewells denknotwendigen bzw. naturnotwendigen Folgen aus
»2 und 1%

Die Verbindung von ,,3“ und ,4“ wird haufig als ,Korrekturschritt* bezechnet;
sel es dassdie Modellierung der individuell en realen Situation zu allgemein ist
oder sich gar als ungeeignet erweist.

Uber die Notwendigkeit diesen Korrekturschritt zu durchlaufen bestehen sehr
verschiedene Vorstell ungen.

Fur die nur auf Erfahrung und Gewohnheit basierende menschliche Erkenntnis
von David Hume waére das Helmholtz-Diagramm lediglich ein heuristische
Verfahren — quasi eine Methode um zu Aussagen zu gelangen, die aer immer
wieder erst durch Erfahrung bestétigt werden missen.



Diametral hierzu die Vorstellung von Rudolf Carnap (1891-1970), der in seiner
~Konstitutionstheorie" jede Erfahrung, jedes ,Elementarerlebnis® - selbst des
geisteswissenschaftlichen Bereichs — (zunéchst) als in hinreichender Form
logistisch darstellbar vermutete (R. Carnap, Der logische Aufbau der Welt, 1928
in gleicher Titel, Verlag Felix Meiner, Band 514 1998.

Rede Situationen sind hierbei quasi schon und nur durch ihre Begriff sbil dung
definiert.

Die Verbindung zwischen ,1“ und ,.2“ ist ist hierbei durch eine dgorithmische
Vorgehensweise definiert; der Korrekturschritt von ,3" zu ,4 “ist obsolet.
Diese extreme Vorstellung kesiert auf Uberlegungen, die im wesentlich
innermathematischen Bereich von Gottlieb Frege und Whitehead/Rus<el|
entwickelt wurden.

Unabhéngig vor der mehr an Hume oder an Carnap arientierten eigenen
Uberzeugury erscheint der Korrekturschritt im gymnasialen Unterricht
zumindest sehr sinnvoll. Daher habe ich ihn auch in diesem Zusammenhang
etwas ausftihrlicher besprochen:

Geht man davon aus, dassheutige Schiler ihre Motivation flr Lerngegenstande
vermehrt aus deren ,Nitzlichkeit* ziehen, werden sie aus dem Korrekturschritt
eine stete Bestatigung finden, dassviele Probleme durch eine realitétsbezogenen
Form der Mathematik |6sen lassen.

Ich will diesen ,Korrekturschritt* des Helmholtz -Diagramms hier nicht weiter
betrachten.

Zentraler scheint mir das Problem der Mathematisierung im Hel mholtz-
Diagramm:

Fur eine je reden Situation ist eine ,,geeignete” mathematische Form zu
»suchen®.

Ich will zuktinftig diese mathematische Form als ,,(mathematische)
Fachmethode" bezechnen.

Gehen wir beispielsweise von einem Unterricht aus, der sowohl asthetische als
auch realitdtsbezogene Formen der Mathematik bericksichtigt undwohl den
~-Normalfall* gymnasialen Mathematikunterrichts darstellt:

a. Anhand eines - oder mehrerer - mehr oder weniger realen Beispiele wird
die Notwendigkeit der mathematischen Begriffsbildung gezeigt;

b. die daraus entwickelte Fachmethode wird verallgemeinert und aufgrund
von Plausibilit &sbetrachtungen oder Beweisen durch Sétze angereichert;

c. der innermathematische Teil der Fachmethode wird eingetibt;



d. der Unterricht wird durch ein oder mehrere aawendungsbezogene
Beispiele, welche mit der erarbeiteten Fachmethode |6sbar sind
angereichert.

Ich will einen Unterricht der dem o.g. ahnelt durchaus nicht abspredien, dasser
fur den Schuler forderlich sein kann:

Der Schiler wird mit einem fur ihn i.d.R. gut Uberschaubaren Teil bereich der
Mathematik konfrontiert; es wird fur ihn klar, welches Wissen erwartbar ist; er
kann durch geeignete Ubungen das erwartbare Wissen zum Bestandswissen
erheben; er erkennt anhand der Beispiele, welche realen Situationen er mit
dieser Fachmethode |6sen kann.

Gehen wir alerdings davon aus, dassnicht nur die sadchliche Forderung nach
vertiefter Allgemeinbildung undallgemeiner Studierfahigkeit, sondern auch die
aus der Motivation unserer Schiler gestell te Forderung nach Nutzanwendung
eine Verstarkung einer realit &tsbezogenen Form der Mathematik geradezu zu
fordern ist, dann ergeben sich zu dieser Form des Unterricht einige kritische
Fragen:

a. Ineiner realen Situation im spateren Studium oder
wahrend der gymnasialen Schulezeit in anderen Fachern, aber auch im
Fach Mathematik selbst, wird dem Studenten oder dem Schiiler ja gerade
nicht der Hinweis auf die geeignete Fachmethode gegeben:

Er wird sich eventuell an ein dhnliches (zufélli g unterrichtetes) Beispiel
der Schulzeit oder auch an sehr all gemeine heuristische Hinweise
(Vereinfachung as Problems, Abstrahierung,...) erinnern;

I.d.R. wird seine Vorgehensweise eher intuitiv sein;

eventuell wird er mehr oder weniger wahll os einige Fachmethoden, an die
er sich noch erinnert, ausprobieren;

die Kenntnis, welche Fachmethoden in der bestimmten Situation nicht
zum Ziel fuhren durften, und welche eine Chance bieten zum Ziel zu
fUhren, fehlt ihmi.d.R. ganz.

Wie also |6st er diese Such- und Abgrenzungspr oblem geagneter
M athematisier ung?

b. Um systematisch nach geeigneten Fachmethoden suchen zu kdnnen
bedarf es einesimmer wieder zu aktualisierenden Uberblicks tiber die ihm
bekannten Fachmethoden:

In eitnem Unterricht, der lediglich die &tuelle Fachmethode im Blick hat
werden andere Fachmethoden schnell vergessen.

Wie also bleibt ihm ein bewusster Uberblick tiber die énmal
erlernten Fachmethoden er halten?




Geht man davon aus, dassWiederholen undV ergleichen Grundlage von Lernen
Ist, dann mussman von einem Unterricht der langfristig die realit &tsbezogene
Form der Mathematik als wesentlich erachtet fordern, dass

im Unterricht quasi der Ernstfall immer wieder bespr ochen, diskutiert,
gelibt wird.

Im Hinblick auf die systematische Suche nach geeigneten Fachmethoden fiir
einejereale Situation ist daher zu fordern:

a. Bei der Einflhrungeiner neuen Fachmethode anhand von Beispielen ist
daher zundchst gemeinsam zu klaren,
welche dieser Beispiele durch bereits bekannte Fachmethoden zu |6sen
sind/welche nicht, und
welche Bedingungen an Realbeispiele und an die neue Fachmethode zu
kntpfen sind, damit zu erwarten ist, dassdie neue Fachmethode eine
L 6sung bestimmter Redbeispiele verspricht;
der Schiler musserkennen, dasseine bestimmte Fachmethode in dieser
besonderen Weise eingeftihrt wurde, um bestimmte Redbeispiel 16sen zu
konren

b. Bei sogenannten Ubungsbeispielen (seien sie nun innermathematische
oder aul3ermathematisch) ist darauf zu adchten, dass
sie Uberfachli che Breite haben,
bewusd die Frage im Vordergrund steht, warum gerade diese oder eine
andere Fachmethode Anwendung finden sollte (Bedingungsprifung!) und
In geeigneter Weise Redsituationen eingestreut werden, die nicht mit
dieser neuen Fachmethode zu |6sen sind — sondern ev. mit einer anderen.
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Welcher Grundgedanke ist Basis mathematischen Fachmethode
» Regresson“ ?

Vorgegeben ist ein Satz von Zahlenpaaen (x,y), diei.d.R. durch Mesaungen
vorliegen.

Gesucht ist ein funktionaler Zusammenhang f zwischen den Werten der
Zahlenpaae, welcher
1. hinreichend ,glatt” ist und
2. fur den aley-Werte sich ,,insgesamt moglichst wenig” von den
jeweili gen f(x)-Werten ,unterscheiden’”

(Folie 2)

Greifen wir den vorherigen Gedankengang tber die Einfiihrung einer neuen
Fachmethode auf, so sollten wir uns Gedanken machen,

1. welche Realsituationen wir mit dieser Fachmethode beschreiben
konren/welche nicht,

2. wie die zunéchst ungenauen Anforderungen an die neue Fachmethode,
aber auch an die hierdurch zu mathematisierenden Redsituationen zu
prézisieren ist, und

3. welche Prézisierungen wir vornehmen missen, um die Vorstellung ,,glatt*
und ,insgesamt mogli chst wenig unterscheiden* in mathematisch
vertretbarer Form darstellen zu kdnnen.

(Folie 3)
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Wie missen wir uns eine Realsituation vor stellen, die durch Regresson
mathematisierbar ist?

- Das System mussmessoare Gro6len (reelle Zahlwerte) als
Eingangswerte (x-Werte) und Ausgangswerte (y-Werte) haben (zur
Problematik der ,Mesdoarkeit von Grofien® siehe Jaques Hadamard
(18651963) in Pierre Duhem, Ziel und Struktur der physikalischen
Theorien, 1904 in Band 477 Verlag Felix Meiner, 1998 S. 182),

- enfunktionaler Zusammenhang im System ist uns nicht bekannt
(eventuell sind all gemeine Eigenschaften des Systems bekannt),

- das System darf nicht empirisch sein, sondern mussdeter ministisch
(kausal, ,eindeutig®) sein,

- wird ein bestimmter Eingangsmesswer te mehrfach gemessen und hat
jewells verschiedene Ausgangsmesswerte, so ist dies mit einem
deterministischen System vereinbar, dawir in der Reditét nie
aus<chli ef3en konnen, dasswir alle Einflussgrof3en bel der Betrachtung des
Systems in Rechnurg gestellt haben.

- das System darf sich nicht im Laufe der M essungen &ndern (kein
,2cedadtnis®),

- bel ,gleichem® System musserwartet werden, dass sch auch bei
spateren M esaungen y-Werte und f(x)-Werte nicht erheblich
unterscheiden,

- esmusseine hinreichend* grol3e Zahl an M esswertpaar en vorhanden
sein; die x-Werte sollten den Eingangsmessbereich ,dicht” ausfillen, da
ansonsten nicht zu erwarten ist, dassdie Regressonsfurktion die y-Werte
spaterer Mesaungen gut annahert.

Hinweis:

Die hier gebrachten Einschrankungen an die durch Regression
mathematisierbaren Redsituationen und damit auch die mathematischen
Anforderungen an die Regresson selbst stellen eine eher an unsere schulischen
M Oglichkeiten orientierte Auswahl dar.

Beispielsweise ist auch eine nicht-deterministische Form der Regresson als
~wahrscheinli chkeitstheoretische Regresson® durchaus sinnvoll undwird z.B.
in Wikipedia unter dem Stichwort ,,Regressonsanalyse” ndher erlautert.
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Betrachten wir nun die Anforderungen, die wir an die Fachmethode
Regresson’ stellen missen, um die 0.g. Systeme mathematisieren zu

kdnnen.

VI.

VII.

Es musseine (hinreichend grof3e) Zahl an reellen Zahlenpaaen (X,y)
fest vorgegeben sein; hierunter kdnnen durchaus Zahlenpaare mit
gleichem x-Wert und verschiedenem y-Wert vorkommen aber sogar
auch gleiche Paae;

formal werden die Wete ds ,feste” Variable mit Index bezeichnet;
der Index soll jeweils die Nummer der erfolgten ,Mesaung” darstellen
(z.B.i=1, 2, ..., n); die Rethenfolge der ,Mesaungen* soll
unerheblich sein.

Unter Vorgabe eines zunéachst recht einfachen, ,glatten®
Funktionstyps (lineare Funktion) ist zu kléren, wie sich die
Forderung

Ein bestimmtes f des vorgegebenen Typs muss ® auswéahlbar sein,
dass sch y-Werte und f(x)-Werte ,,insgesamt moglicht wenig
unterscheiden®

mathematisch verwirklichen lasg.

Eswird die Frage geklart, ob mit diesem einfachen Typ einer
Jlinearen* Regresson auch andere Funktionsvor gaben behandelt
werden konnen.

Daprinzipiell die Zahl der Messwerte beliebig erganzt (vergrofiert)
werden kann, und verschiedene Funktionstypen vorgegeben werden
konren, ist zu fragen, ob ein vergleichender M al3stab gefunden
werden kann, der die ,,Gute" der jeweils gefundenen
Regressionsfunktionen untereinander vergleichbar macht.

Da schon vorher darauf hingewiesen wurde, dass ein System nicht nur
von einem Eingangswert, sondern von mehreren abhangig sein kann,
wird das Regressonsverfahren auf M essungen erweitert, dieje

M essung mehr als einen Eingangswert haben.

Dieses Verfahren wird auch eine Moglichkeit bieten z.B. polynomiale
Funktionstypen regressv zu behandeln.

Ein Grundpoblem der Behandlung von geeigneten Systemen durch
Regression ist, dassman niemals scher sein kann, dassnicht noch ein
anderer, hinreichend ,glatter Funktionstyp existiert, der die

M esswerte besser ndhert oder aber verschiedene, die &hnlich gut
nahern. Ein Entscheidungsverfahren wird angedeutet.

Eswird auf ein Verfahren hingewiesen auf3ergewdhnliche
Funktionstypen (z.B. logistische Funktionstypen) in das
Regressionsverfahren durch Iteration einzubezehen.

13



/7 fr’érgaf)c Erltnei ,_rr*nlfache.n ( &'nczreu”} Fm#hags(_ﬁp‘s
(resweht [sF 2ive FunkMou Tf'a':e.ses. J/o.s r{’aﬁ
die sieh J< u ek 1[(:1, o pusJesam'fL mcgﬁ:cbsﬁ

A

&Dc-»u‘g ter ey Scheid e

(res cchl /is¥ &ine geg:'; efe Malhmmalisict a
des Feqritds , 5»5Jz.sam?" mr.a'éf {rele :aeni)* i et ergchelde "

'/a ante A

£x) =ﬂ°+ﬂ‘xjﬂ-.ﬁae‘?
:[5,+ﬁ,¢x

A
Jesuchl-: {l{x} = /3. + /3" * A~ Vargaclew n amen
immer Em Hinblick

it ﬂinimaiau/wdem:fb awl feste (-“--,j:]
Babklen woertfe

Hafﬁcma,iius.f&r uuqs varawte A

Z u; =2 (gi~ue)j=: S, (/3“/34]

Stumme der Unterschiede

A A

Z-"c{’:/ﬂo,ﬂ4 Se, dass S’f{:ﬁ’tﬂ{{'§-f) minimal .',

S, (3e,8,) = Z (- lx))
N Z[g;—ﬁ.——,&n)

54 l’:jg,! ﬂ‘) = @"’@{3@ _ﬂai@ Z:f-' iFE::;I %ﬂruuu-lae.!

é/e;’ahunJ mif dew drei Varableu s,gs,yaf)j/g”/gd,
2 Zﬁsu-ﬁ.& rmelitade | r"ma!{s Flacue &cheh—ie_f

fsg g

'}e’-l = O + A d

5‘(ﬁ.rﬂ.‘- 'ZJ': /3 F

P Schﬁc;jg_ Ehewes e Fa’.au 7503} e s

.S (/’3‘,75*) voh ~

—2 ﬂa%emaﬂrmcmu&s P’d’ﬁ'dadtt A
Hrdeeciqsnet
~ — A —

14



— A5

15

x v



L -

Bventueli st Variawe 4 wun ceiguet, weil sich
ie u; , qeqenseity alk hd'.'gcu Cu_.' Eeilwesse
ncd“"”‘lf fecl watis e ',c-asri-a'w .']
Vﬂll‘-;ﬁ,n:‘f_ g;
Hatherm ac-ﬁ.s}erusgjs var awte J
s, (ﬁ,(/&‘) =Zu; = Z yi-gadf 20
Betrachtet man hic 325 enew Teilgummand von S,
Ei(Bo,Ba)i= Tgi - poal
= l g4 "ﬁa"ﬁd”i‘
Hé~Re~Buve falls gi-Bo~fAex, >0
£4: (fég 1/54) = O ﬂ _Fa.ﬂs 5‘:”‘{5(."{/:‘ j.’.éml O@
B 3, = 3
—-}j,;+/9,+/94x;, f.&ﬂs U;—ﬁhu’ﬁiqx;-cf
@ars'l-eiluua aied@y Ln I(sorﬂ,, . f_;‘ (/QDI/B_,) — Torva
t: {p““rfg’ﬂ)
A

35)

Beseicty, >0

Berelc < ©
ﬁaﬂ—‘ﬂ.cx-i"-g;
Betracktet man S, {foo,8<) insgesam? in der gleickes
Q}nr.sfcﬂuuj, S6 ertrBf mev @lu (ebilole, das Weive Eheveisi
cbesr

aJ J:Mm‘f ”obo.hafm”dlf /S-r .‘.—EMH‘E E!“J".‘- (HTM' S;f/alﬁ“‘?.‘(d

Y Gus ebheven Vie/ockew "Zilisawmen qescet 18

L 2

~-AC —

16



A o \Bgisp.?:.f n =3

Nav de~ Verlaw/ vom ., &, By in dﬁfﬁcrﬂ4"£“bﬂﬂt
sek wOCsent lich
y ot Box~faixgy :-‘-;%:

bt Bo= S
‘ﬁ.: H ﬁ.:"ﬂ‘@ﬁl-&@

Jm_tr_h.n.l'.b td!\a! durchh die Geraden gin qarm‘b‘[‘tq ‘Bereics
Ldsst gich &, (B "hﬂ ) betrags frel darsfeles | oa die
%‘— l’.n] l(e,lueu. Ves & eichiu toccusel hateeu.

wte Mol Aeder olicses Bercichhe LA ssE gich daher
Variante 4 A9 senolen { Tarl dusgchni aus eluer Eﬁuwe_J

Es Hamm ruw gedsif? ceroleuw

J P odass s 'r [
Nécksious Ay oew Sr.hnl#f?uukﬁ!q .5"..'5'3435 m’-t’uu.{ i'.m"mt

31::.»!.4‘3 - . r
a) , elementar Dearch Ed‘rachf-unu dl#”Sckra‘:deu iretecie

&} it Hitfe der TaghmeMhode , Limeares Lo timieres”

(2.3, im: K Nedmaen , OperationsResearcl - Verfatees,
Bm.ot i, Veriag Qarl Hauser 4875 S, /Q%]

—> Haﬂ)e.'.ma.#aiermz!.c variaste 2
ge e..:i et

Efz-sc Hathewrat.siervngs vrariauie Lindet alterolls
7T z?‘iu-ud AﬂmchuJ weil bel elues {tate
Ol-de—r roﬁ&u Babhid trom HE'!.SuUan e cheu--
ﬂ‘-l-}f-tddud Erhcbffcﬁ ist.

—AF —

17



Eventuell HSnnte Varlawed s mod!fizgiert wedex,
q‘aﬁs gich S(/3a, <} Enyoeschiossanes” Forn darstefliea
L Ad8T bnof allt Teilswmmandes posr:‘w bdlebey

V-ﬁh‘ anje 3¢

Mﬁt#)ﬂ niatisieriings yvariantes 3!
=

5(,50”24] P om Zu;'z = Z(H,;_—-f,lrﬂjz 20
= Z{{:-Re-RE)°

Diese Varianwie hat dew ,ﬁhr’w‘f aAdanss Luv

[M A —> u‘ .(!u‘l IFRVY. | fu”‘:uf"ﬁ- Ua}!'{-u,}

Diese, , Tehles” weirg allerolin 4 Qteeh B8,

otte Jegama‘ﬁ L0ahr sch etn Lick cd n::dor:uu a .éc.ﬂﬂﬂ-?'
Variaur {x) "E({:X Erx)

Da es sich vun bei S_Kﬁ,, «] tm eine hinreichend
Oft Aiffereu Zier bare Tunbition vou ?.’ ¢ hawdeld,
tairal maw Bur Bestimo umy A9 o 7 Um S

dlie Facn methede oer Dilfrewtial r-cohuu:uv in

A mewdunj br—hlj'p«. Wnss en.

J

22 (pnf) = T 2 (yi-pupporid4)
='L_‘2 ) 2(5;-—/30-/3#;)
/a (ﬁqﬁ) = () (na'{hnc-dida. :chlu'uJu“J _F':w Hl'vzi'mum)
("2) Zfﬂ'*ﬁ,—ﬂ ) =0
2"- "wﬁb F Zxe =0
(4) nﬂg (E:r"p = ZS'-

‘3%s

5 (ﬁvrf4)=@2)2f~4} =2n >0

338 2 2 L . - e .
A (Foifl) >0 (Dinreidieae Bedinguauy L Hinimaw )

18



Anafey: .
gs(*:aﬂ 2(yi~=Pa-fix:}fx
e -<-Z-z1'?t<£w{-ﬁ‘g)&
g—%(ﬁ.,ﬁ) 2D (netueudige Sedinguuy foe Hinimum )
(~2) Z {xagi=fon: -fexi) =0
Z (s 43y -/&. Zx; -/3.. 2l =0
@ & x)fs +Lzu‘)ﬁ. = Zxuys

a sa. (P' F }= (—-Z] Z(-Ya..'] 22t >0 'Fuﬂ‘.s mindesteuws

ln Xim O

g%‘;(ﬂ‘lﬁ") )‘O (hlnrhc&:udt :'Bgd.luau-a .F..:.r H‘uu{mum)

(s} nﬁ. + (‘2:;.]@ » .Zg.;, Mnulf fcr'chmﬂu
_ @lz'i)ﬁ- +(2=d) ﬁn = Zaiqe quunn
LESiuna;

SEERY - 4

)
ﬂ‘ Z':u - % (=Za)t
p., = -23“ - (i-Z.xa.]ﬂ
—3 Mathem u-}-.r.sreru-:r.: vasriale 3

3!‘&4‘; ned

Au“dlu a mdf dd‘n(ﬂ,béf uubcd‘i*ludiq}
: Eaucﬁ‘anukuﬂcn

&) X,k 0 .fi.:r- 2wmiudest S ¥
) No:mulludfﬁcﬁuvcﬂ losbar

@

tnal deﬁ-Jgnere.ﬂ’an Froblematil &}

Eidiert der hmrelh ﬂo‘l’l‘hu

Zuh’uuzj die VM&u’k_ als Mlmd-
'i-u.sm 8“‘3"

19



T

[ Es wird geklart ob mit dicsem einfackeu
73'0 eim 4 er'ﬁeﬂren. ﬁyu-ssioq el Gndes e
Feentiions VarJabc- benandelt werden Honwnex

A Frumnirtions l‘;g : érognﬁgmfs ¥ Fiewe I-r{_-__fgg:

Holiitig wird man vermiitew, dass dic fTess wert paare

Btz &7 Aty ﬁmrﬁ#uﬂi o ) ok

Der Funkiiows ﬁj.p hat clamn olte Form
(x) = B.x
f s
A T
&resucht wiral FL:} =hex  mit ﬂaa:maiahwcc.m.(f
5 {FJJ = Z (34‘."',[:&.;”2'
2
T Z (@3- A

> ()= Z 2 gi=pexi)x)
= (-2) 2 {x;g,;_-'ﬁ.c xi)

S fﬁ.&} =0 (uu’tmdﬂz$eﬁl€jm—& F::..r Hiuimm)
-0 X (g -flext) =0

Zxigi ~R, 2t =0 |
2 ' Zxige ,ﬂ’ormatafﬂehu-d'
p g Zxit der Regression

'Q)

e

@
gz N

2
oS ,
::dﬁd.!- (Fll = {~2) ﬁ-x.'s{] ﬂ(“"‘Z)Z!’:‘ >0 {n!’ﬁ Zumindes ) ely

Yo w0
(‘l;ﬁ reickewde 3!‘"'3#3' ,f&- H.Fnimul«)

Es wwd sich allerdinags herausstelle dass diese
Form oer Ne rESSitm ‘Luu— #FMFOfﬁﬂum' Foatletr O
Shre . Tiekde® hat !

— 7 —

20



2, 5 ek flihrung vom beatimmEen Fuuich)ons f:geu:
durch Tra g3 format tau EE ging {incxas —%ggg -
Ha cotrd Blr As wert awy pom - Hesguiert oanr e
Zrm cELa's o oler dﬂf;ﬁcfﬂ- 2 i¥aniacles %.Fi# ver—
arenoled .
Eim Jtach - fogarithmicel » x- Sicalq Linear; S-Sluln Iann'ﬁnict‘r
Jbafpdi - faaar}ﬂmmd-‘: X—Skaly %MW; 5—5"(:\!1 qun’lﬁ webndly

Tn dllesew Anwemdun _qf&'.h‘e.... wird erwartet, dass
das Schadbitd, das die frausformietey Llertepaare
annahiert vow Cinearem Tup igf.

Vﬁrde-heua wieise bei olicsam V&rfakrt-c:
) Cu,g;] - Hfﬁmwfame '

(2} (a,,;rb;]— Quﬁepnac durch %aufarmah'aueu
A=z, (x}; b=T,(g)

3) Lineare Tu..uHous; Aierale ,emun" P30
b
}

der (Jertfaacre (a )
&) Relektraws formation vew § au F

——

A Etnfoach - a f s matden

T ravsformatrion :

A=z, ixlwx b-r¢tjj=£rﬁj
Aineare Frnbiiongolurch Lineare” ﬁ?ﬂgnﬂiﬂﬂ!
j(ﬁ'} 'b=/é‘g"’ﬁn‘ﬂ.
?dcﬂrauj for-malion r’!né E-u..[:
A A A .
b =F'=+ e CL ; i,a - - ‘.x N
fr i, 19 f A .

La -
L. ; J=Gﬁ._e_

J =& 'Ec"x

Mt sieser Tmufarmqh'eu lassen sich ?ques.s:aucq

fule dlew Fiwictions typ « €xpoueuticie Llackatuem
Ca
:J =z e
darsiellen,
-2 =

21



b, -:BOmdf - Zw i M rmigche Trﬂu‘ &mlﬂ-{lu N

Traus formaiion:
A= T, tx)= iaJx ; b=Tuly) ""E".’jj
Lineare Fuuiction 9 durch glineare " Regressiow:
jla)= & =/':. +/§Ej.-a-
TCol ede brans

b =furfa s doyy
é‘.‘ﬂa G.@.-ﬁ-ﬁ.h&u i

A A
'd ?ﬁﬁ..x" ‘. :jac_‘.xc&

it olieser Traus JCormq.Haq Fassan glek ft’ffm?ace«
fur oen Fusictionslyp , Patews funktion "

g =C- x“
Aarstellen,

3. Hin Wedse

a, Vorpussteiron zGu dax Tm::famn#-u verfabke ey
muss ole ¥l Fler Baricelt sBw Z‘ﬂ T Sede
6,

In CAS - 5341‘:#»!-1 Kann mram
‘n+ Mld#: .
Kty = Ligten m:faf.few, diese e a-

rmdrgn upal darau.,c ‘alte Linears
Doltn

Mman verdewdet unmiflet bar ofie 2 Desfimmmbas
Feanirdlous tapl-t' Ferhondevew 'i’q,nmlow W/ﬂhcq

b~ Ligdas f;r-a«sfer -
PERIOY Qn evdey

c. Vorsica! -
Bis her habem wir nir die i‘masformurku Loarie -
pPaare dbar olie , Cineare” Re reS3inw Nuecly
Cine Limeare Fuukddomw *a%cu&hwf
Es wurde nickt gesniet olassYolle rulelrtra us Lor~
;;"I;I-‘H Fawtidiow 7£ d‘Lun auch ollese Eirtumll#

—23 -

22



E Da prinvipiell die Zahl des Mess mza-fr)a.are_
betie MJ e.rgn"n'zf' (ra-dm'}éerz‘j werdlew aws bdw,
verschiedene Funktions Lypen vor gegebes werdas
Hﬂknntu’ et B {H:Jeu, ab gim vergleiche moer
Magstab gefunden werdesa Wann , der die
w Greite” derJ'e weils chundeneu ??Ufecs:‘aus-

f'uu kiiouen wunfereinanols, Ver feich bhar mackl

Vﬂr:abz. . n Meass wertpaare (@@l ird,.m
Tuuk"l'au, f-J-P : Lo’.cam Téuﬁ"w‘on J ﬂ’/s. 'f-/g‘ X

= ﬁ’egreas.:ausjczrad: =@ -o@x
Je acich nungen : @:= .F(_x;] :@% e ﬂ-gluuq Derte”

G; r = Jn'- — :?‘ . durmﬁfed:un&.'
» Aeat werta”
. L
, Meaioden

zlc-l'—: (wesweht (st &im ﬂa}‘s b} , olas

(.4} J'l‘;ﬂ alb ba.ﬂal‘]*"“ ] ,'s* ;
@) Os /e ¢ c fe.s?“ fu:- alle fﬁ'uuucfcq

(3} Falls g< .:.'den('nuf gr‘;c.- reraolne t.'.r'gnr
o kY -ﬁ' dauwn: M=c

) Falils oie Trogmore werke ‘. unalohomngt ’
var x: gind Jd.h 5}"- -c.'o:’-ro;- JJ
dAamn : =

— 23w

23



Varianite 4

A el
LHr erinnern wws , oass /341 unel /9; o Je-
tedhit wWuvele , dass

5(/5.,/3,) Eﬁfﬂ;-‘{(qﬂzuzuf =0
minimal wirsl:

5(fo Al ‘i(ﬂz“f"’”r‘fﬂ‘li 1=Z“

FLT

Die Fra 2ge ist, oh Zu =rf ein Maf oAorsteltt,

‘!‘
Ags olic @gd:n{j uudﬂu <) bis @') c.r?&.:.((’
- Siehar g =0 ﬂ'ﬂm‘n‘_ i Teil vou (24 #;E;:lhl
= Lur oen , Joeal falf i Yi Ricgea alle ﬁu—[ &) yen
Geradeu Somit J*"J’-« gt

”f-r;z‘_; [ 7 ,Z{'J"-J“] :-UBC
aber:

(Toifcl]

Wewn dre a.J st.sunJ it M He.umerf{nua.feq

umol Min) = Zu‘_ um weitere Hesswertpaan

amd

So erganet wirs , dass anndhermo die gfelche

ﬁegmuFGHSJerade Lutsteht { was 2u vermiofeu :‘r-f-.‘)

ol s ai-ef ‘ ;
VR “ A 2 MuA z
Hf"*-u}*“"zu.. =Zu4, 'I'ZU-:.

amA axA L
-.“’A *

= Mw) +_Z [

Da 2u vermifeu isf, dass nabe2u alle w50

bel gleicher Togrestiou umd toathseuder

Mess wyeate -n";-c:lrl»\tl'_.J wied M ér.h'cbij Jraﬂ worof

lad ven » _abhawgle
I 8T 34

—3 Die =xv qewa hife :{)a.flm':’-iou vewn 7

i3t Hom P ungeeiguef,
= Lv o

-4 =

24



! ar cwi.'['s a ‘i

Um M so0 pu definierew, dam/t die 3¢d:‘aama¢q
@) bis () erfd&lit Slue, muss n oie
Definition Tolieuses ®ingabeu:

— Er‘ng Ha'#&(u-r; woer olie Zabl 'n' sler Vérguche

5: == % ‘.-Z"ﬂ;, ‘n
— die 4. = gi -35 (:Er_a.ck'lu.ua des Jdeal falls :1"5”
- ﬁ; im Verglelel 3w iy (, A"‘ Lunaknay giy vony] ; *‘- nf.eud.J
3 J § 9 mashangip e

Bereichmunpen:
~

Vs Z__ ( 3‘-’ —-E ]Z - Geaam?‘rnriabiﬁfi?" ‘ o e
‘ Yi— Hesswerte

' A - 1< ’ - »
Vis %: ( Y+ — 48 } Variakiliiat des ﬁ*oqwo.st werle

V= Z (4:~§: ) = Z &' “Variabititdt der Residuen”

Aﬂﬂvlﬂlc irm olen Elﬁrcmﬁcﬂlu: ”gzﬂf‘l “'unaﬁﬁﬁ::fl:;

Jateat falt f‘:;;ff'\‘ﬁ*ﬁ-

. [
Yi=yi g‘; = cautf, Es ist ga yerrmisFeen:

VaZigds| V Vv @v_{‘“.'%
G-Z(3- V

Ver ;(:u-j';ﬂ O

— | A}
4

O

T Hin blick ﬂ-u.‘f
Nor mier uvsdrﬂndr« ﬂnuﬂl

,4::..":..-&.‘{.&
v v

Es /st Simuvoll muw

. o _ ole Linitr €x
) . H.‘ = -‘\—';—-
Aeun: 1 st dlawel V ,normic#f- N : J

O M=4 - Mad ém ,JJMM 'f' ”!0 ‘.-.-'HHIIIJI:?‘?:

o] <

N

<|g < [<

Wesix

25



xBai-z.;e.h LY T L

A
v . ol
M= -’.-;...—»..,:'R'z Bestimmiheifs ﬁtﬂ-_l&

I _ A _yd
g ol Ftds-d)
%;{ ﬂ;*ﬁ}l

Beweis der leichungw) V = '::’ + Ve
() Lasst

s Worrelations ko cﬁf?u‘eh!' 4

Jieh wmicht , elemen tar " beweisew

Gies ekt st alse wach giner malh. Mathade | welche
]ﬁdr olie Bewsels -ft:-h"u-U Jcea"‘ruef /st.

UJ“F" Erivin dpm Ldwd ge oAz

L
‘Marma,ldfeiehu:fne xS o€mey
ol e

p Wns F.‘ Eutrnebhhmax HWoann¥Feu:

” - Ao Zr,.: 'AA = “
/i- N ( ) F't ZJ : ,Nm'ndJ!er'ch?fm'
(Zx) B + (2x#)pu = Zxiye

Es hawodeit sich aﬁleubar i glae (_.tx.z)--_&hbitdau;
tdxl ) (gwa) (1)

A Zxg J (;n) {Ea.a
Zxy Txp® ,gu 2l

(nx21 - (nxs)
e A x 3.
AalB] Xom[ 1) o=
3 R A
A X, 3-‘
‘:'h} {wn I}

T T 5
Damit: (X MNormal gleickangen
Damit: (KTX|E & XT§ B Ve lvor form
Tx i verties R S . : .
Fatiis X' X inuvertierbar : A =(x"xY "x 4 (1(6:-"-51‘53431:?)
—2&—=

26



Beweis von &) YV = V + Ve mit Nille der

Veu borrechumuo g
J

DErch Hn,&ukes ,Qu‘mcu ‘l"alh
V Z(:jg "':) ={§l'ﬂl'l"‘ 5) (
- (3-54)(3-3-4)

} siek:
H4-1

i ud £14 4 -
Die 1 rhut saidion "'

fa¥ Limear nb#
» ﬂ,ﬂ"‘ mllﬂuwlf

(AS) TogTAT

{waa)
a:=(] ')

;)

H-H

=3T3~ 5(477) - 9(34) +3°(474)

-ng? + wg?

5 =('§ 54)7(3-54)
(47§)-5(§7a) +»5°

=2

T

J+ ~J

ry
"'-‘.l

H mwals (@i

Cnnd)  ling)

o Xf- (' GG

Nor-u!nalhdﬁuau ]
Lol wepen (o)

(wad)

Y+

(G

an
Zyi
'bai

.fcm it:

M

"'2'5;

-

)+“3

ch o

27

r.ONLL
uns{}l
L]

nielf ot el e, 'Eteklu.sc\..hﬂ-

),

Ho'uud.h
4"'3 - ZJ":=“'&-
§4-

Ia;_-“'g

(LTI

|

3>

ies

— zai ) 2'34

Z,'jﬁ'd (’

MIl.atu. {a)

Norwaltsm -
J ik vt v

)

(ww) — 479 ATE u 14



Ve =2 ftj«:ﬁﬂz*— (5-?)1'(5‘_:?)
=57 §-55-33+7"§ —
=33 -UA§-TOR) A 0R) 2
I R O S S
~§3-FXg )5"‘”(*@ PR e
=-‘373 - 3_:[’( o S, Iy
-TI-AXY i wp( xff "

Vﬂ-i:'fd-ichf' man olie Ergqelanfsse dﬂ" dred thhﬂun e
9 3 )

Sa erhalt man V' - ‘::’+ V.R_
' ?.a.d.

Ainweis Bur S qeu Ovn FEuw ‘,prapar#aua_lcu' ?Egzma iy

Es wiroe bereits daraik h:‘uacmuseu, dazs aretl
2ie TFuebtionew ofes T;'jf""‘

J = fax
eine R%rru:‘on (d: F_tx] -ﬁ‘x) w4
Ex;? '/24 = Zg‘:ﬁ': Nor—mq.!euate_zeh wand
""'e"ds'fc.la sk, absr Lhre o Teicicen” hake !
Das Preblem ist, olass der aus des Tdewtitat
Vets Va entnommexe MWorelatious Woeffi viewt so
nickt netr deflinierkar ist, wel [/ & I;E*V;e . A,

(€ h! maw hicr im Hinbliek awf aic A’wmafeuJ/He#q-g

X-(L).

Seo trh&ﬂ man wiedes oie Mommlmafm‘chn-g-
X rx Jé:t = x H
Lleifer hin af-‘f- : X/g = g cwol Semit Xrg’ XT{?

XTE =XT5 o Zud, =Zxy: dared ief abar uidd T
f-x4 xu.zf_*:; &j:;mm‘;;wh w"ﬂx‘g‘

28



z '!?eJressiaus mfb-hren, odas J't. Hesau-na m e b

als 2ingn Ea‘»aa:js wert aber weiferhin eineq

Auﬁanuus wes + hat

VOrgabc'
cad,.. "

n Hesswerf punite (X, .0y, :ja-)

Jedlv- Hess uto-‘f"puukf“' bestant samit aus K Ea'uJo,u. =
Werfeu tind ®lvem Aﬁadaua_wu'l-‘:’

Tu-kf-iou-lf‘a,o Sell sein

Y = F(ﬂ =ﬂ. ~+/3‘ x, -t-...-o-/!.,rk
Gesuecht Sind wicder Fatlex ﬁ. ,/é: ,.-.,;.; , Se dlass

die Tunlediou _

£(?) =/3. +fRx oo *ﬁ-k-.-
die Untergchiede wU; = h P fﬁ. +ﬁ‘x,¢ +...+ﬁ,,x“‘;)
. moy z;.:e.:LJ.H.,J * werdesn Lasst.
—> [Tulé/ Lineare ﬂt’pf&siau

:Be.alc!:Z'f'uﬂJ Lior Realsituationew:

(1) L)ir habeux bereits .{.'uf- estellt, dass cm elemen~
tares Tail (ein Eingadyswert, &in Austanys wert)
durch.ads bei 2w%’ “HMess wugeen wtt &{dcken
- Wert varschiedene - J e« ailg
Aﬁtanﬁsmclaou err‘;mm.m KW nnes,

Dies ist ém deterministisches Fall nar maglick,
Wenn meben dem x— Wt oer Mess unmg weodh Ein
tieiterer (tans Bundeist um beifaanfe ) Yidert die

Ad‘sa augs mess ou b:e.-‘uft.ﬁil-"f‘.

{Am We&!aifuq.{-laucw mit mehreren E;‘ndq.:l e ayp ey

bewaltiqen Z2u Kenuew, bend tieeuw tdir
olie MECH Linease ,R:fressc' “,
29—

29



() Es st bereit in Jii beaprochex wardex, dass
dureh Traws formatisu begiimmbe Fiunitifoug-
Eqpen mit Hitfe oles Vd-r?ta.bn-eua dar Linearey
7+ dses wradli e mit olem '??e‘j-rcuc'on: W"
bearbeitet werden Wdnnew,

Jaebesondere der Fiomubiows t‘lp des wnichtliveasred
Tolt nows Waus [ Wegen oty e A, .Fcln'tunlcn
Jiuevis fes wos weit] mit dieser Traus Fo-r-mta‘-’ﬂks -
methode nick) hearbeided- togotey.

@Gatren wir belsmiels welse ven Meas mqh‘oqmeu

(x:, 41) aus wnol watlen aine Regressiow vom

po &lre g.undl-a.*l'&cﬁhc Faunittion derch flinre,

8o ist oJiesec Preoblem glelch werile au €inew
Trebienm €inees MHulfilinear eu Eejfrea..siou il e g,

Mess weel puntcte ("d., Xei o Y ] mit X =Xy
Ky =X,

Die daraus resulHerexas ?ﬁrc.s.n'au:.f.'umuh'ou
hat olamwm olie Tovm

N4 =’ﬁo +/€,x ""/é‘.; x*

Oie ist oas Regressiows problom far Hisltilinessc,

Reqressionen au Losew &

Aus Se.hew vor oem Mess wesf pustiien [x“-r___x.“. '5‘..}

Sivol ﬁ"!ﬁ‘,--., "‘x A fhuleu, At it
T

) (ﬂ':fL o pﬁ-r } - =\£{5i il "ﬁ#xa;.“---'/-‘-r_x-r.-‘jl

mijeimal wird

Semit wiedhes;

OS{pupope) _ o
9P A . n S
was gw e —(Zrailfar .. +{Exg ) pe = Zye foke?
g 5(3!%{;:&‘ l-—-,ég} E e (a'aul,.uw}
6 : A A
was B (ZS;,;)FI,, +(Z.1q,'.!“-]ﬁ,‘+...*(Zldi*xxi]ﬁq=Z:jixji flwt

Die Wea Glelchumugen heifen N‘rmcf-éfﬁcku-geq
oder ulbilingar " b

~ 36—

30



% Anwendunxg der Velkitor-ve thede m&rf
J i

L& bt nwn wigdes Bu einer drastisthes {eseivfaekuws
1 e e —— f
ét’-ig‘ghhungcu:

4 A e T ‘.
~» ¥ : !
S::( ' ) X o ; «|

A Kaw - - K E‘

- 79

ldie man mift etwds naschdewiCen ¢plr¢uu:‘Jf'£F hiermit

XTXE = XTE Ngrmdlc.dfﬂekm'.‘c-. oles
Mutdilin
Vawher slany ‘-t fhuJ

temol fﬁ.ffs XTX b veetier bar ;s

Iy - -
A = (x7x) ‘er (mit CAS gut dacsleltiver! )

Jri be s on olere dge.tfen, Auch alle Tech Cwschrs He
Zum Nach w 7C.¢Z'-- olle Jolsnditat () V=O+VR .

KBemit ist olie Jﬁ{-ﬂuth.ﬂ oles (Muthﬁfeq]

‘Beﬁéfmmf'htd.imaﬁcg 'Ez_ V 2(3;—5}
) v PACIET b

Sinn vell;
unch odamift awch oler (mazz-)‘-flf-fe)
Warre lations o ejfitient K= 7R =R |

31



—

1 Hinweise {u::r sincﬂzm‘duefe. Augroohl 2ines

p—

-‘F'uulrﬁdus fgrns

A If.gcm elue Verag hews wch::::_

i in Einer Eeﬂ.ﬁf'h‘aﬁau dic makth, MNelhede

s Regression” SJachger echt angehex Bu Kenrneu
Sinot folgewde Scarsitie Zuw beackfew ( Briangs ldd
Geleh .:td- Sehd (e rmafgebend! ),

(1) Ja? a2l Mafhemal sitruny der Realgitiialion

die mathematiscve Helhode , Eg;miau':cgé;ud &
() Lassen oie Rahmen bedingungew der Realsifuakion
eine Verm&tuug ber i;ni—. doler mehrers ool ok~

£ LU T 2 -
2. § Loy E;‘”J ang s~ ol Au:Jm.{; Jf‘sﬂiu wdfdcueqd .
.ﬁ:‘nfnv—"_, ” Anater tang rehen Ru #do nelrmew ab

. .ﬂ’ndcruﬂJ ist pr Por-ﬁaunt Z ey AtﬁJaausuﬁ-‘f-#

Hin wseis:

o oler metsten ”Anutunfoug aa_{d"‘"‘%” unival ofie
Sifuation per ebre?;
Creqeloen isf id RB. eim Luniticuales Eicsamm e hauJ
Purigeh€uw Elvgpnuwgs taws ' Austavgg cwiert (*’ﬂu'ﬁ‘ e
Form varfaklca dare Felluwy —o FTunktisustyp!])
Der Sehilier Solt damn im Nashhinein , rriiwofan
tarum dicser Fenlcrioustyp die ealrsitwalion
2eipnet Harglellr !
i utired dler Schdifee daww nur der Real &itwatiow
olte f&:u g:knﬁcu ol Tunkh'ﬂu,&ﬂtdﬂt:foh'_‘

-~

!

(3\ Nﬁ.&H .,'Dur-c.!-:?fﬁ.hﬁug olen Eedécu!uq(au] wir of
sfasjdie ‘mm‘f-\thc-‘ﬂ. wy a 2 {brw, ofer/edic
Horeg latioeg o efflpliewkies] E j vergillavew bedd,
abge it bewertet, ~

ﬁr‘ﬁere.t A fore, k'(‘j;'t!" als .be.uuc' Hq.ﬂemu&fc:‘!fuﬂ_
K%Or , giti” als guie Anuifllau‘g

32



-Sﬂ-‘bl" wWwene ole ” Allgemeive Vorgehens Hﬁfﬂﬁ
bemchtet catrat , bleiaf ungewsies  ob mickl

@in Fuakiions fup &xistiirt, oer otic Realeitualioy
beracen beac.ha-c.?lf*

brw., (etehe Eingawgs toffen [l die Beasmeeifo
et awtlich glad, J '3 J ﬂ f '3

Himwaeise:

£1) 36:'Jf¢lcllu Mesx Hsrf‘ahuqal tage nguEn

Gruael fedch verschlgdeueg Fautiions Y
Brew it Lickhen Beghlmmt heits Mqﬁ'q El‘m.’

( Fotie 4}

(3) Tt olic Bakl der MHesawungen » uwel ofie Zaht
der Elnqaugs rardablte X gitichero o
Lairal dr'gJ m‘rﬂﬁplg Lim cane wglofiq
Y FOW W P U r.:hlleq, v welokhe e
Unfer Gchicole i, 'O sivd , Llr atle ¢ (aite Mecgpunicte
2iegen a odes Sorapheéuw vewu f ],- Peiana,
By houndelf sich aker nir wum' atwe , Schaividect Y |
oo weitere Mesgunmganm S0 faio * wen drccam
ru--‘rﬁa'outarnr&m JJ'!J“ N nwany .
Darsms: 1 a»n K

?:ﬂtzt n'-gttuuz : _
n/oF 25 Bine malematigeh bﬂru'ndef: lethode ,
Welehe £m Falle mﬁtﬁlflql.«- Lingar @n

rEEE O
&®im E--r;:kcfdnaurs Wi feaf tavm hcferﬁ, e

Zigqangsvarablen wgseutiichew Anteil an der
Sesch ﬁbou ofer Kealsifauaron hakew £

Vﬂrgubcz

”n ﬁcsswwpn-wﬁg mik 6': K(Eu-
va e~ aled

-)EMJI-:I'-
Ziel :

Hethode d:'ﬁJ'gni L &£ in ‘“:Jr‘ vamab/tu Bu cJJ'u-n'n.!’tatq'
Aie Heins ‘_Hf-lcni ficHae,

A“I"G-tti an ofer~ &hﬂt‘ﬁu?
oer eal Sifuotion habea,

33



Ja oie n Messwerfpuanhbc Legh vargegeio ex
Sinel, wind €ieh die F F J

_ n . i}
Gesamt varmabititat V= .‘Z:‘(g;-g) nicht audern
Leh! aber ol /e

Variakititadt oer ?faJnesc weste
A L A -y
vV =Z (5:~§),
weif J'c madch ?"n-'-.lr}f'auzt&’p xich olic &‘; andern
Damit dwdert aict e dosg |

-
3!64*!'»1”:‘ helts maﬁ 7 z’-_- %’

“ —
Betrachiet man oie V far die verschied o tu Fuubtbions-

tﬂeu;

Fmn trh'muf‘jp ?:Jmm'on; ,Guk Siavw Variakilitqt desr 'ﬁoduucmdc

| ./gi :j 'ﬁ- : V= ;(ﬁ.-— sj Ninwalg -
| | - Z(fu-f) DajedZy,
| =0 =iV, eRIg
A A , A ._.a;‘&
'.'!’ﬂ-*ﬂ.h 3 "ﬂr"’ﬂ‘t x | Vi Vi) .F‘

d 'F"ﬁl"w%‘* s-ﬁ‘;:;‘.?""ﬁ‘“k’ \’\“f" G(‘"t":"n)

34



Gf‘aeh ische zar:-:'ed’fuqf von ﬁ‘!' bes po -

v pebmenoler Embesiehen von Et‘n;aut.s Yol

R* 4
a4 Steigung :
‘ﬁ":::ﬂ! _________________ ' ";!—'
b I
I
]
1
Winy
v , :
!
o H . "
o ‘I . . a e t ) v"
30 Ve Vinal V(tesnt o)
A a A A

An der Jrarhi.:clun 3:»::@((«-:, So& verdesbirell

Werden, dass Xx,, x, ,. nickt @liminicet wrodey durfe

Wokl abker x.  x.;

AHcrdJn&i_-

Es K‘""’ﬂ: auroh ducs Sein, olass =~ naashk siem Ne, Mo
Dereits ®iv Detogm, ctilroley = X3 nde

dnl
Eﬁﬂ"drh:}gﬁh‘;.l L/ .efl/l»f- PPy dﬂ-' i’(l’m?n}!}-l‘ etind |

Xes gleicher Site at’om aber — nachslem Kk, wnol x
EHeraits &iw bHepogen Lwnrdaw ~ L7) For J'H'l'ldl'q
Er irtd'r:-_uu.s anteil LiefarF,

Eine e Mhode, die alfe diese Konb i natlon cw
KysFBemartisch bardek m'cﬁh;jf FEF compen

abch“”,. -, ﬂ‘l'rrmqo dnier weger Linenre Xey foy,
Lo 5 £2 (J-fvnchﬁdr wrorf:  Univnreitd Tuvadricly
nashgulese u‘ Ld'n fong %’-midq")

35



e

vi E-_-Jres.sian beri o, nicht Lineasren” ﬁnnkﬁ'su:fﬁm

Es wirdd daven “"J'J'"ﬂ‘“' d.d.l'.: oden

betrachteus trerte Tunkifous typ mieh

aem 735; einer (mutHP!qu €inearen Fianitfioy

entapricht ;) als nickf veuw der Form

§ =20 oz

oolas aﬂJa R TN

ZT,(q) 5{30 *ﬂ. r,,c.:..s--...-m-/;.tr..(x..) cef,

Ins besowncere oflr Eo;uﬂ;chg ?u-‘rl-:'#ncf‘ﬂp

Lase? Slehh nicht Livear dargltellew.

Eine ads I[d’, heiliche &seha-c.-'bun‘? nichFeinearen

ﬁtgreuéangu (8. é'q:}sﬁsch] Hurch JHeration

Wird imn
Universi Fiis- Recheuseutriem Trier; NVicht@ineare Xeq ressiow
it STPES ASIL (Tuteonatstichuort:, Universital Triee

NMichtiincare %ﬂ:ca’-o{g "’]
beschriekew

(#f'er tolvd  coh! die Repressiown ampleicch Lato-
pretiert; olas Vs;;’fnbacq gethek do) aleer oLuel
g.ﬁ""‘l deér miuisifcch e 3¢#ae&+u::’ru¢4'lm antdrudﬁlr)

-3 -

36



CTa Lie A)

Léld'-l{-m holtr ~ ‘Z’!'G.G'iram -y

N 3¢¢:;_?n¢,f¢: * ﬁab&smaﬁ&lﬂrfﬁ

< : .
@ ' (D
deni- B Fraafen (;u;cﬁ)-.
nof‘ﬁ:tudsjc rotwendlos
?::‘.'bﬂje_ﬂ F’a{jeﬁ
N v

LY

4
» WOrreictiirgenmi b *

37



{ Folie X )

o un{‘\}d Aanke , &Jﬁeﬁﬁdﬂ ‘

%éh/cn{qa,arc (.‘YmuﬁﬂJ F=?“"'”"r°;::_" Baqaoy et hnnJ
(4i29), Comrse), e (g} = Y fO8) Lir alle Paar.
3c geben : ge..-s welbd

graphische ..'Dtlra-iel(u-j :

\Y 2

38



(Folie 3)

Realsituation

1. Messwertpaae sind vorgegeben; gesucht
ist ein funktionaler Zusammenhang, der
jedem x-Wert genau seinen y-Wert
zuordnet.

Ein Verfahren, das insofern 6konomisch
sein kann, well an die Stelle der zu
~merkenden*y -Werte nur das formale
Verfahren tritt mit dessen Hilfe die y-Werte
bei Bedarf berechnet werden konnen.

2. Von allen x-Werten soll bekannt sein,
welcher funktionale Zusammenhang
verfahrensmaldig zu den y-Werten besteht;
zudem wird davon ausgegangen, dass
aufgrund cer Situation bekannt ist, welchem
Standard-Typ diese Funktion &hnelt
(Polynom, trigonometrische Funktion, etc.);
gesucht ist eine eindeutige Modifikation
des Standard-Typs, welcher den
vorgegebenen funktionalen Zusammenhang
beliebig genau darstellen kann.

3. Von einem System soll kein
funktionaler Zusammenhang aber
gewisse Symmetrieagenschaften bekannt
sein (,die Augenzahlen eines Wirfels
kommen gleichwahrscheinlich vor®); das
System soll im Hinblick auf Versuche (x-
Werte) und deren Ergebnisse (y-Werte)
funktional beschrieben werden.

M athematisierte Form

Polynom oder andere Funktion,
deren Koeffizienten eindeutig
durch die Wetepaae bestimmt
werden.

Regresson ungeeagnet, day-
Werte und f(x)-Werte nur
angendhert Ubereinstimmen.

Taylor-Polynom, harmonische
Analyse

Fur eine Regresson nicht
uninteressant, daja nur ungefahre
Ubereinstimmungvon y-Werten
und f(x)-werten gefordert wird,;
aber ungeagnet, weil bei der
Regression der funktionale
Zusammenhang gerade nicht
vorgegeben, sondern gesucht wird.

Methoden der Statistik.

Fur die Regresson zunachst nicht
uninteressant, weil ja funktionale
Grofen wie der Erwartungswert
damit beschrieben werden konnte
aber insofern ungeagnet weil von
der Regressionsfunktion ja gerade
erwartet wird, dassim

Wieder holungsfall bei gleichem
x-Wert der y-Wert sich mogli chst
wenig vom f(x)-Wert
unterscheidet.
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Realsituation

4. Von einem System sollen ihre
Tellsystemen (funktional) bekannt sein,
aus denen sich das Gesamtsystem
zusammensetzt (z.B. eines Hubsystemsin
ein Drehsystem wie im Kolbenmotor);
gesucht ist ein funktionaler Zusammenhang
zwischen Eingangsgrofien (x-Werte) und
Ausgangsgrofden (y-Werte).

5. Von einem System sollen einzelne
bestimmte Wertepaare bekannt sein und
bestimmte ,|okale” Eigenschaften (z.B.
,Anderungsrate); gesucht ist ein
funktionaler Zusammenhang, der die
genannten Bedingungen beriicksichtigt.

5. Von dem System sind (x,y)-Werte
bekannt aber das System selbst andert sich
(in bekannter oder unbekannter Weise) bel
jeder Mesaung; gesucht sind
Zusammenhange.

Mathematisierte Form

Koppelung der Funktionen der
Teilsysteme durch Gleichungen
etc. .

Fur die Regressgon ungeeignet, da
von den (X,y)-Wertepaaen nur die
x-Werte als kontinuierliche Grole

angebbar sind und @r funktionale

Zusammenhang sich eindeutig aus
den Teilsystemen ergeben kann.

Differentialgleichungen

Fur die Regresson nicht
uninteressant, weil bestimmte
Wertepaae vorgegeben sind; aber
ungedgnet, weil bestimmte
Strukturen des Systems aber- mit
wenigen Ausnahmen - keine y-
Werte bekannt sind. Diese
~trukturvorgabe* ist allerdings
bei der Regression noch mal
aufzugreifen, weil in der

al gemeinen Regresson die Frage
aufzugreifen ist, durch welcher
Funktionstyp diey-Werte
anzunéhern sind!

Sog. mehrstufige Prozes<,
chaostheoretische Betradhtungen;
suche nach Stabilit &tspunkten.

Fur Regresson ungeeignet, da an
die Regression ja gerade die -
bisher ungenannte Forderung -
gestellt wird dassbei wiederholter
Vorgabe bestimmter x-Werte die
y-Werte durch die
Regressionsfunktion zumindest
naherungsweise vorausgesagt
wird.
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Realsituation

6. Bekannte Zusammenhange awischen
irgendwelchen Objekten sollen
systematisiert werden.

Mathematisierte Form

Aus Relationen
(,Ahnlichkeitsrelationen®) werden
Uber eine Analyse Klassen
auquivalenter gebildet.

Fur die Regression ungeeignet, da
fr die x, y-Werte Grof3en
vorausgesetzt werden, um
beispielsweise die Forderung nach
einer ,moglichst geringen
Unterscheidung® zwischen y- und
f(X)-Werten mathematisch fassen
Zu kénnen.
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