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Aufgabe 1 (Warteschlange am Kartenschalter)
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Das Schaubild zeigt die Entwicklung der momentanen Ankunftsrate (Ankommende pro Stunde) am
Kartenschalter eines Musiktheaters. Der Schalter 6ffnet um 9.00 Uhr; pro Stunde werden 200
Personen abgefertigt.

Bestimme jeweils einen moglichst genauen Schatzwert fir

- die Lange der Schlange um 9.00 Uhr.

- die Rate, mit der die Schlange um 10.00 Uhr wéchst.

- den Zeitpunkt, an dem die Schlange am langsten ist.

- die Wartezeit einer Person, die um 9.00 Uhr kommt.

- den Zeitpunkt, an dem sich die Schlange auflost.
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Aufgabe 2 (Luftvolumen in der Lunge)

Die momentane Anderungsrate des Luftvolumens in der Lunge kann durch die Funktion f mit

f(t) = %sin(ént); t >0 modelliert werden (Volumen in Liter, Zeit t in Sekunden).

- Welche Bedeutung hat die Integralfunktion bzgl. 0 von f ?

Wir nehmen an, dass zur Zeit t=0 keine Luft in der Lunge ist. Das folgende Diagramm zeigt den
zeitlichen Verlauf des Luftvolumens in der Lunge und der momentanen Anderungsrate des
Luftflusses.
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- Welche Kurve beschreibt den zeitlichen Verlauf des Luftvolumens in der Lunge?

- Wie groR3 ist das maximale (minimale) Luftvolumen in der Lunge?

- Wann enthalt die Lunge die Halfte des maximalen Luftvolumens?

- Wie groR ist die mittlere Luftflussrate wahrend der Zeitintervalle [0;2,5],[2,5;5]und[0;5]?

- Wie groR3 ist das mittlere Luftvolumen in der Lunge wahrend der Zeitintervalle [0;2,5],
[25;5]und[0;5]7
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Aufgabe 3 (Airbus)

Die Fertigungskosten f(x) (in willktrlichen Geldeinheiten), welche bei Serienfertigung fir ein

AIRBUS-Seitenleitwerk aus Metall angefallen sind, werden angenéahert durch f(x) =

20x + 5000
+50

beschrieben. Dabei bedeutet x die Anzahl der hergestellten Seitenwerke.
Die folgende Figur zeigt ein Schaubild C¢ von f.

a)

b)
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Interpretieren Sie den Verlauf von C; anwendungsbezogen (Stichworte: Lerneffekt,

Rationalisierung).
Mit welchen Herstellungskosten pro Stick ist langfristig zu rechnen?

Nach Fertigung des 299. Leitwerksexemplars steht eine neue Technologie zur Verfigung, bei
der das Flugzeugteil weitgehend aus kohlefaserverstarktem Kunststoff hergestellt wird. Die
Herstellungskosten g(x) fir eines dieser deutlich leichteren Leitwerke werden ndherungsweise

durch g(x) = 15%~2500 ;X =2 300 beschrieben.
X =280

Ab welcher Stiickzahl fihrt die neue Technologie zu ginstigeren Herstellungskosten?
Ubertragen Sie die oben dargestellte Kurve C; auf ihr Arbeitsblatt und skizzieren Sie im

selben Achsenkreuz das Schaubild C4 von g.

Die Kurve Cgq, die x-Achse und die Geraden x=300 und x=399 begrenzen eine Flache. Der

Inhalt dieser Flache entspricht einem Naherungswert fiir die Fertigungskosten, welche bei
Fertigung mit der neuen Technologie fir die ersten 100 Leitwerke insgesamt aufgewendet
werden mussen.

Zeigen Sie, dass die neue Technologie ab dem 721. Seitenleitwerk insgesamt rentabel wird.
Erlautern Sie anhand der Schaubilder C; und Cq die Aussage: ,Die Einflihrung einer neuen

Technologie kann voriibergehend zu grofRen Verlusten, manchmal sogar zum Konkurs fuhren®.
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d)
Aufgabe 4 (Hohenwachstum einer Fichte )

Die folgende Abbildung zeigt die Entwicklung der momentanen Héhenzuwachsrate w einer Fichte
in Abhangigkeit von ihrem Alter t ( Zuwachsrate in m pro Jahr; Alter in Jahren seit dem Pflanzen
des Fichtensetzlings).

fuweachs inm pro Jahr
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w kann in den ersten zwanzig Jahren ndherungsweise beschrieben werden durch
w4 (t) =0,24 00450 . (tin Jahren, w1(t) in m pro Jahr).

Eine Fichte gilt als ausgewachsen, wenn der gesamte in der Folgezeit noch zu erwartende
Zuwachs an Héhe nur noch weniger als 2 m betragt.

Ermitteln Sie unter Verwendung von erkennbaren Symmetrieeigenschaften des angegebenen
Schaubildes, wann dies der Fall ist.

Wie grof3 ist der durchschnittliche jahrliche Hohenzuwachs in den ersten zwanzig Jahren?
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Aufgabe 5

Eine Gerade zerlegt die Ebene in zwei Gebiete. Untersuchen Sie, in wieviele Gebiete die Ebene
durch n Geraden hdchstens zerlegt werden kann.

Variante A

Geben Sie eine Rekursionsvorschrift fir die Maximalzahl Z(n) an und bestimmen Sie damit eine
explizite Berechnungsvorschrift fir die Maximalzahl Z(n) der Gebiete bei n Geraden.

Variante B
Erklaren Sie, dass die Maximalzahl Z(n) der Teilgebiete der Rekursionsvorschrift

Z(n+1) = Z(n) + n+ 1 genlgt.
Geben Sie eine explizite Berechnungsvorschrift an und beweisen Sie diese.
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zu 1:

Vereinfachend wird hier ein zeitlich kontinuierlich verlaufender Vorgang angenommen (Modell).
Dem Schaubild kann zu jedem Zeitpunkt t [ [8;14] die momentane Anderungsrate der
Ankommenden entnommen werden.

Lénge der Schlange um 9.00 Uhr

Die momentane Ankunftsrate um 8.00 Uhr betrégt ca. 50 Personen pro Stunde.

Die momentane Ankunftsrate um 9.00 Uhr betréagt ca. 250 Personen pro Stunde.

Bei einem linearen Verlauf der momentanen Ankunftsrate im Zeitintervall von 8.00 Uhr bis 9.00
Uhr ergibt sich fur diesen Zeitraum eine durchschnittliche Ankunftsrate von ca. 150 Personen pro
Stunde. Da der Schalter erst um 9.00 Uhr 6ffnet besteht die Schlange zu diesem Zeitpunkt aus
ca. 150 Personen.

Momentane Wachstumsrate der Schlange um 10.00 Uhr

Die momentane Ankunftsrate stimmt um 10.00 Uhr mit der momentanen Abfertigungsrate von
200 Personen pro Stunde Uberein.

Die Differenz dieser beiden Anderungsraten ist die momentane Wachstumsrate der Schlange
( 0 Personen pro Stunde); d.h. die Lange der Schlange andert sich um 10.00 Uhr nicht.

Zeitpunkt, an dem die Schlange am langsten ist

Vor (um; nach) 10.00 Uhr ist die momentane Ankunftsrate gré3er (gleich; kleiner) als die
momentane Abfertigungsrate. Die momentane Wachstumsrate der Schlange wechselt um 10.00
Uhr ihr Vorzeichen. D.h. um 10.00 Uhr ist die Schlange am langsten.

Wartezeit einer Person, die um 9.00 Uhr ankommt
Bei Ankunft hat die Person ca. 150 Personen vor sich (siehe oben). Bei einer konstanten
Abfertigungsrate von 200 Personen pro Stunde betragt die Wartezeit eine dreiviertel Stunde.

Zeitpunkt, an dem sich die Schlange auflést

Die Lange der Schlange lafit sich durch die Integralfunktion der Wachstumsratenfunktion mit 8 Uhr
als unterer Grenze beschreiben. Einen Schatzwert fur die gesuchte Nullstelle dieser
Integralfunktion erhalt man durch Betrachtung zweier Teilflachen, die zwischen den sich
schneidenden Schaubildern der Ankunftsratenfunktion und der Abfertigungsratenfunktion liegen.
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Etwa um 11.45 Uhr hat sich die Schlange aufgeldst, da dann die entsprechenden Flachenstiicke
etwa den gleichen Flacheninhalt haben. Dieser Schatzwert kann relativ ungenau sein, da die
Teilflachen, mitverursacht durch die Sprungstelle der Abfertigungsratenfunktion, sehr
unterschiedliche Formen haben und daher die visuelle Abschatzung der Flacheninhalte zu
groleren Fehlern fihren kann.
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Zu 2:

Bedeutung der Integralfunktion

Die Integralfunktion ordnet jedem Zeitpunkt des betrachteten Zeitintervalls, die jeweilige
Abweichung des zu diesem Zeitpunkt in der Lunge vorhandenen Luftvolumens von dem zum
Zeitpunkt t=0 in der Lunge vorhandenen Luftvolumen zu. Ein positiver (negativer) Wert bedeutet
dabei eine Zunahme (Abnahme) des Luftvolumens gegentber dem Anfangswert.

Kurve, die den zeitlichen Verlauf des Luftvolumens in der Lunge beschreibt

Beim Einatmen (Ausatmen) treten positive (negative) Anderungsraten des Luftflusses auf. Dabei
nimmt das Luftvolumen in der Lunge zu (ab). Wegen dieses Zusammenhangs kann nur die im
1. Quadrant verlaufende Kurve das Schaubild der Volumenfunktion sein.

Maximales (minimales) Luftvolumen in der Lunge
Aufgrund des periodischen Verhaltens von f (Periodenlange 5) gentigt es das Zeitintervall [ 0 ; 5]
(einen vollstéandigen Atemzug) zu betrachten.
Da f an der Stelle t=2,5 das Vorzeichen von plus nach minus wechselt, ist 2,5 eine Maximalstelle
25
der Volumenfunktion. If(t) dt = zi = 0,8 (GTR) ; d.h. das Maximum betragt ca. 0,8 Liter.
T
0

Wegen der Punktsymmetrie des betrachteten Kurvenstiicks zum Punkt P(2,5 | 0) gilt

25 5

If(t) dt=- If(t) dt; d.h. bei einem Atemzug wird genausoviel Luft ausgeatmet, wie zuvor

0 2,5
eingeatmet wurde. Da nach der Modellannahme zum Beginn eines Atemzugs (t=0) keine Luft in
der Lunge ist, wird das Minimum von 0 Litern am Ende des Ausatmens (t=5) erneut erreicht.

Zeitpunkte, zu denen die Lunge halb gefullt ist

Das zum Zeitintervall [0 ; 2,5] gehdrende Kurvenstiick der Funktion f ist symmetrisch zur
Geraden x =1,25. In diesem Modell ist die Lunge also jeweils 1,25 Sekunden nach Beginn des
Einatmens halb geflllt. Das zum Zeitintervall [0 ; 5 ] gehérende Stilick des Schaubilds von f ist
symmetrisch zum Punkt P(2,5 | 0). Die Lunge ist also auch jeweils 1,25 Sekunden vor dem Ende

des Ausatmens halb gefiillt. Die Lunge ist also nach jeweils nach 2,5 Sekunden wieder halb voll.

Mittlere Luftflussraten

2,5
Zeitinterval [0:2,5] : —— If(t)dtzlzo,ez (GTR)
25 5 T

Das zum Zeitintervall [0 ; 5 ] gehérende Stlck des Schaubilds von f ist symmetrisch zum Punkt
P(2,5 | 0). Damit ergibt sich fur das Zeitintervall [2,5 ; 5] eine mittlere Luftflussrate von 1 .
T

Da beide Teilintervalle gleich lang sind, betragt die mittlere Luftflussrate im Zeitintervall [ 0 ; 5]
0.

Mittleres Luftvolumen

25
Zeitinterval [0:2,5] : = [ f(t)dt@dx - > 20,4 (GTR)
25 5 g 41

Das zum Zeitintervall [0 ; 5 ] geh6rende Stlick des Schaubilds der Volumenfunktion ist
symmetrisch zur Geraden x = 2,5. Daraus folgt auch fiir das Zeitintervall [2,5 ; 5 ] ein mittleres

Luftvolumen von 4i = 0,4 . Da in beiden Teilintervallen das mittlere Luftvolumen gleich grof3 ist,
T

S

betragt das mittlere Luftvolumen auch im Zeitintervall [0 ;5] : =04 .
T
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Zu 3:
a) Mit wachsender Anzahl bereits gefertigter Seitenleitwerke nehmen die Fertigungskosten pro

b)

Stick ab. Die rasche Abnahme der Fertigungskosten in der Anfangsphase der Serienfertigung
koénnte auf eine zunehmende Erfahrung des Personals (Lerneffekt) zuriickzufihren sein. Bei
zunehmender Stiuickzahl sinkt im Allgemeinen auch der z.B. durch Werkzeugmaschinen
bedingte Fixkostenanteil (Rationalisierungseffekt).

Wegen lim f(x) = lim 22X*5000 _ o Hho 4 4000

X—>00 X—>00 X +50 X—>00[] X+

§= 20 werden die Herstellungskosten

auch langfristig Uber 20 Geldeinheiten pro Stiick liegen.
Bei praxisnahen Stlickzahlen, z.B. 950, liegen die Herstellungskosten f(950) =24 jedoch
deutlich Uber diesem theoretischen Grenzwert (um 20%).

Fir x >300gilt. f(x) = g(x) = 222000  15%= 2500
X +50 X =280

= x2 +230x -255000 =0

= X =-115+5y10729 = 4029
Ab dem 403. Seitenleitwerk wird mit der neuen Technologie glinstiger gefertigt.
Skizze:
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Die neue Technologie fuhrt bei den Leitwerken 300 bis 402 zu Mehrkosten. Die gesuchte
Rentabilitatsgrenze liegt dort, wo Einsparungen durch die neue Technologie diese Mehrkosten
erstmals Ubersteigen.

Mehrkosten und Einsparungen kénnen durch entsprechende Flachenstlicke veranschaulicht
werden.
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Mit dem GTR erhalt man: I(g(x) —f(x))dx =0,9 >0 und I(g(x) - f(x))dx =-54<0

300 300

Von der Einfihrung der neuen Technologie bis zur Rentabilitatsgrenze arbeitet die Firma mit
Verlust. Dieser ist unmittelbar nach der Einfihrung besonders hoch. Wenn der Absatz nicht
mindestens bis zur Rentabilitatsgrenze gesichert ist, kann dieser Verlust die Firma in den
Konkurs treiben.
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Zu 4.

Die Funktion w ist ein stetiges Modell furr die Entwicklung der momentanen Anderungsrate der
Hohe einer Fichte.

Aus der Momentananderung erhalt man den Hohenzuwachs durch Integration (,Gesamteffekt von
Anderungsraten®).

Das Schaubild lasst eine Symmetrie zu t = 40 vermuten. Wir nehmen an, dass w(t) firt = 60
(‘auch uber t = 80 hinaus) naherungsweise durch w,(t) = 0,24 [ ~0.045t-80) peschrieben werden

kann.
Ist a das Alter einer ausgewachsenen Fichte in Jahren, so gilt:

u

2= lim fwo(t)dt= lim 016 -ooasmiss T _ 16 -0045m436 _ 421014, (GTR)
u— el Uuoo 3 3

Die Fichte ist also nach etwa 102 Jahren ausgewachsen.

Der durchschnittliche jahrliche Héhenzuwachs in den ersten zwanzig Jahren wird ebenfalls durch

Integration bestimmt:

20
In den ersten zwanzig Jahren betragt der Zuwachs an Héhe AH = J’wl(t) dt=7,78 [m].
0

Damit ist der durchschnittliche jahrliche Zuwachs an Héhe 2—10 (AH=039 [m].
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Zu 5:

Fur 3, 4, 5,... Geraden erhélt man maximal 7, 11, 16,... Gebiete, wenn sich alle Geraden paarweise
in verschiedenen Punkten schneiden.

Sind bereits n Geraden gezeichnet und tragt man in diese Figur eine weitere Gerade so ein, dass
sie zu keiner bisherigen parallel ist und durch keinen der bereits gezeichneten Schnittpunkte geht
so erhalt man n + 1 neue Gebiete.

Begriindung: Durch die zuletzt gezeichnete Gerade g erhalt man n neue Schnittpunkte, durch die g
in n + 1 Abschnitte zerlegt wird. Jeder dieser n + 1 Abschnitte teilt ein bereits vorhandenes Gebiet
in zwei, so dass sich die Anzahl der Gebiete um n + 1 erhght.

Rekursionsvorschrift:
Z(n+1)=Z(n)+n+1.

Explizite Berechnungsvorschrift:
Da vor dem Zeichnen der ersten Geraden bereits ein Gebiet vorhanden war, erhalt man als
maximale Anzahl Z ( n) der Gebiete bei n Geraden

Z(n)=1+1+2+3+4+ ... +(n-1)+n.

Da sich die Summe der ersten n natirlichen Zahlen durch %Dh [{n +1) beschreiben lasst

(Nachweis durch vollstandige Induktion) , gilt:  Z(n) = % hi{n+1)+1.
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